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Presoflexion

Cilindrica de Losas
Teoria de Segundo Orden

Método: Matrices de Transferencia

Introduccidn: El méiodo de las matrices de transferencia, es una puderosa herramienta del
andlisis estructural, que por su sencillez y exactitud resulta particularmente atractiva para
la programacion en ordenadores personales. Estructuras tales como vigas simples, conti-
nuas y sobre fundacion eldstica, porticos, arcos, vigas quebradas y curvas en plania, con
cualquier tipo de cargas, efectos térmicos, descensos de apoyos, etc., pueden ser calcula-

das totalmente, en forma rdpida y simple.

El siguiente articulo muestra una nueva aplicacion del método.

1) Planteo del Problema

Consideraremos una losa rectangular, segin
se muestra en la figura 1, con las siguientes
hipétesis: _ '
a) Una dimensién mucho mayor que la otra,
por ejemplo L >>>L,

b) Las cargas externas actuantes no depen-
den de la coordenada y, o sea que:

carga distribuida [¢]=FL?

[p]=FL"

q =q(x)
p=px)

carga concentrada de faja

¢) La condicién de apoyo en todo el borde,
x =10, es la misma, (idem para el borde x =
L), o sea que el apoyo no varia con la coor-

denada y.
d) Sobre la losa actda una carga distribuida

uniforme de compresién n.
[n]=FL"

Se esté en presencia de una presoflexidn ci-
lindrica; se estudiard con teoria de segundo
orden, o sea que se considerard el pandeo.
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La losa, que en un principio la suponemos  superiores o inferiores, perpendiculares al
de espesor e constante, puede tener nervios  eje y, segiin se muestra en la figura 2.
rigidizadores rectangulares equidistantes,

| | ! 1‘_‘ e  Nervios rigidizadores
H 1 H superiores
T~ : Py —
T e  Nervios rigidizadores
- A e JL PG inferiores
Figura 2

En la practica, el problema puede apare- za de compresién # es provocada por
cer en losas de hormigén, en donde la fuer-  pretensado.
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2) Teoria utilizada

En este item se exponen las férmulas y con-

ceptos principales de:

+ Flexién cilindrica de losas, teoria de ler

orden.

* Presoflexion de vigas, teoria de 2do or-
den.

Se

supone que la teoria general de ambos

puntos, asi como el método de las matrices

de
El

transferencia, es conocida por el lector.
planteo del problema sc realiza despre-

ciando el efecto de la deformaci6n por cor-

tante.

2.1) Flexion cilindrica de losas, teoria de 1¢" orden.

Carga exterior :

Solicitaciones :

2 cortantes y 2
momentos flectores

e Desplazamientos
generalizados :

2 girog y flecha

¢ Relaciones :

p= p(x)
q, = q,.(x)
g, =q,(x)=0

m, = m{x)

m, =my(x)=Vm,

8, =0_(x)
6,=6,(x)=0
w = wix) '
dqg,
e P
dm,
.__‘qx
do, -m,
dx D
dw_g
L dx

*Dependen s6lo de la coordenada x

4

Siendo:
3
p=—"tf _.
12 (1-v?)
e: espesor de la losa
E:médulo de Young

v :médulode Poisson
[D]=FL

23



Memorias de Trabajos de Difusion Cientifica y Técnica

Se supone como es usual, que el materiales  En los siguientes razonamientos no se to-

homogéneo, eldstico lineal. marén en cuenta gy My ni €, pues son
incGgnitas desacopladas.

Vectores de estado:

R 1 (1]

-dq, -4, —4.(0) )

h=h(x)={ —m, |=|-m, h=h0) = —-m(0) | =~
D6 (x)| {De, | pa,©) | | D,

| Dw(x) | | Dw, ] [Dw(O) | LD ]

De aqui en adelante la coordenada x se da por sobreentendida.

Se cumplird : =Ty hg
Tx0 : Matriz de transferencia hacia x desde 0

Por ejemplo, si p=p, uniforme, se tiene :

(1 0 0 0 0)
7| P 10 0 0
@ p.xf2 i x 1 0 0

p, x°[6 : x22 «x I 0

V2 x4/24 : x3/6 x2/2 x 1)
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2.2) Presoflexion de vigas, teoria de 2% orden.

Consideramos en principio, que g(x)=g, uniforme, e I=cte en el tramo
considerado.

UL LY ™

dv

A

dx

La ecuacién diferencial que rige el fendmeno es :

Lyt —an+b
dx
Siendo:
-0, 1
- -M . —
h, = * 1 Vectordeestado en x reducido he=|--.
E.Iex h‘
Elv, ¥
(1. 0- 0 0
10 -k 0 INI 1
1 et k: —_— kl=1"
Matriz A 01 o o El [] .
\0 0 1 o0
(qu
- |0
Vector b=
0
0
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Se cumplird que: h,,:Tmhf;

1 7 0 0 0 0 Tm. : Matriz de transferencia
T = hacia x desde 0.
yo .
i T T,, : Matriz de transferencia reducida
“ - hacia x desde 0
g, : Vector de cargas para carga
uniforme
Se demuestra que: _
( 1 o - 0 0)
sen kx :
p coskx —ksenkx 0
e =| 1—-coskx sen kx
T, =¢ 5 coskx. O
k .k

kx—senkx 1-—cosikx sen kx 1
. kK k? k )

r qu x “3

q 1—cos kx
. . . " k 2
7. Zf—A"“' b= kx —sen kx
n=t ﬂ! k& k3
2.2
q: ( +cos kx — 1)
L k -l

Se recuerda también que la matriz de transferencia para cargas concentradas,
no difiere de la conocida para la teorfa de 1* orden.

p
DY
> S 1 0000
N S N
Tex=|-M 0 1 0 0
0 0010
0 0001

Se recuerda por iltimo la ecuacion de Tottenham:

1 Siendo: _ :
by =R (E,TeR,)'| 0 Ra: matriz de restitucién en el borde izquierdo A
0 Eg: matriz de extraccién en el borde derecho B
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3) Presoflexion cilindrica de losas,
teoria de 2° orden

3) Presoflexién cilindrica de Iosas, teoria de 2% orden

3.1) Geometria, nomenclatura y férmulas generales de la resistencia de
materiales.

(b-b.)

(b-bs)

L=

VUMY -y, R —

o

Y RNy g S

Figura 3:

Se considera la seccién de ancho b indicada en la figura 3
e: espesor de la losa

c: altura complementaria del nervio rigidizante

b, ancho del nervio rigidizante

b: distancia a ejes entre nervios

Se puede calcular:

Area: A=b,c+be

Posicién del baricentro G:

2
b(,f'—-+be(c+£)
d, =
A
d,=e+c—d,

(Nota: si los nervios rigidizantes fueran superiores, intercambiar subindices)
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Inercia baricentral:

L

- b 3 2. 3
I; = o” +b,¢ d,.m—(i +be +be| d -2
12 2 12 2

Espesor complexivo:

Definicién:

’ *
cco = 3 12%1,
b

Modbdulos resistentes:

W, =
Tensiones : 0,

, Si n es la fuerza directa de compresién por unidad de longitud, y m=m, es
el momento flector por unidad de longitad

NT =n*b MT =m*b
_=INT{_MT
sup A W

., ¥

—INTt MT
= +

Tt = 1 W 7
y Ver punto 4.4 Restricciones

Convencion de signos:

Traccién >0
Compresién <0

Dimensiones:

[n]=FL"  [m]=F [NT]=F  [MT]=FL

[a=* U=t W, -0 [ol=Fr”

28



Universidad de Montevideo - Facultad de Ingenieria

3.2) Planteo del problema por matrices de transferencia

Combinando las teorias descritas en el punto 2, definimos:

1 (1 )
-4, —4q,
= Vector de estadoen x h, = Vector de estadoen 0
- mI - mﬂ
D@, De,
\ D w.r / \ Dw" /
he=Ty *h, T, Matriz de transferencia hacia x desde 0, de la

., e . - di ’
51 545 5% presofiexién cilfndrica de losas, con teoria de 2°°. orden

1 : 0 0 0 O

* - .« " .
T ., -Matriz de transferencia reducida
4%4

g :Vector de cargas
451

Siendo :
E *eco®
D= D|=FL
IZil-Vz j [ ]
( 1 0 0 0)
Sel;/lx cosdx —~AsenAx O ,
1—cos Ax senAx cosAx O siendo: 4 =, ’I—;I [A}=L"

*

TI{) =
12
Ax—sen Ax 1-cosAx sen Ax 1
. A A A )
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A efectos pricticos, consideraremos este segmento de carga:

gx+fx
1—cos
M
*}bc—senﬂ.x
q —““‘—2‘3
2.2 .
%[)‘; +cosl.x—1]

o
1l

Con esto, se aplica Totthenham y se resuelve ¢l problema.

4) Software, ejemplos,
comentarios y restricciones

4.1) Software
» Se trabaja con un programa escrito en Basic carga distribuida uniforme y cargas con-
» La convencién de signos para las cargas centradas; pares concentrados de faja se
externas es la usual en concordancia con consideran solamente en los bordes
los ejes definidos + Condiciones de borde: El programa tiene
« El segmento de carga considerado es para en cuenta los 4 apoyos perfectos:
o . A \—
» Articulacion /\"*“‘"""(‘ <‘ """""""" 7\
| — v ~
» Empotramiento < <
» Extremo libre @ /=T % \( ___________
» Empotramiento . RV ,
deslizante | I"““"'“j ' 111
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La teorfa se puede generalizar por ejemplo  « variaciones de espesor de la losa
* resortes intermedios de faja

efecto de la deformacién por

* otro tipo de cargas, por ejemplo cortante
trapezoidales o parabdlicas losas continuas

para tener en cuenta:

4.2) Ejemplos
q=1000 kg/m®
et INRRNREN
N\ 4 A A, 1
In| | 3 i Inj
L=4m
b, =0.30m
¢ =0.10 m ;Nervios inferiores
b=150m

E=3*10" kg/m*
v=02

Se grafican oy o, , enkg/cm?, en funcién de la fuerza de compresidn n, para
supyv inf g P P

varios valores del espesor de la losae.

Ejemplo 2:
g=1000 kg/m?*
ERENNNNY
In! R < In1=30.000kg
| I
L=4m
e=0.15m Nervios inferiores
b, =0.30m
E=3*10°kg/m*.
v=02

Se grafican osup. y oinf, en kg/cm? en funcién de la distancia entre
nervios b, para varios valores de c: altura complementaria del nervio.
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4.3) Comentarios

a) Se ha supuesto que la fuerza de compre-
sidn n estd aplicada a nivel del eje baricentral.

a.1) Si dicha fuerza estuviese aplicada con
una excentricidad a respecto del eje
baricentral, debera tenerse en cuenta en el
célculo de los pares externos en los bordes.

‘\ nl

4
A )
Inl.a Inl.a

a.2) Sila fuerza n es provocada por cables cur-
vos de postensado, por ejemplo parabélicos

de flecha f, se debe considerar la carga unifor-
me de abajo hacia arriba, de valor:

8lnl*f

L2

Il

In'l=

cos o

a.3) Por dltimo se recuerda que cuando la
estructura es hiperestitica, la operacién de
postensado produce deformaciones que en
general, no son compatibles con los vincu-
los y se originan esfuerzos hiperestiticos
(parasitarios). Su estudio excede el propé-
sito de este articulo. '

b) El programa calcula las tensiones
C.ap » Oxwx deacuerdo alas hipétesisy
férmulas cldsicas de la resistencia de mate-
riales. Teniendo en cuenta el diagrama trian-
gular de tensiones, es muy ficil calcular las
tensiones ¢ indicadas.

g

sup

O,

N

N o,

¢) Con ¢l momento m, = v m , se puede calcular la distribucion de tensiones o, .
Es posible entonces calcular en cualquier punto las tensiones principales 6, y 0.
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4.4) Restricciones

» La tcorfa desarrollada deberd tener nece-
sariamente ciertas restricciones, para que
concuerde aceptablemente con la realidad.
En particular, deberdn limitarse los valores

bsT7%b,

c<1l5%¢

Por otra parte, el célculode o,
para que sea valido es hecesario que :
lo

sup

Sino se cumple alguna condicién (por ejem-
plo la 2da si el material es hormigén), la teo-
ria desarrollada es suficientemente valida
hasta el cilculo de solicitaciones y defor-
maciones iniciales.

<lo

de b respecto a b,, y de ¢ respecto a e, para
que sean vilidas las hipdtesis y férmulas
cldsicas de la resistencia de materiales.

En el programa se han puesto las siguzentes res-
tricciones, las que podran optimizatse tedrica-
mente o mediante resuitados experimentales:

y 0, . es realizado sélo a fines instructivos, pues

admcompresion

(o viceversa)

adm traccidn

Deberiamos abordar entonces el problema
del dimensionado, (por ejemplo en hormi-
g6n armado), tema gue no es motivo de este
articnlo.
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