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Resumen.El objetivo de este articulo es compartir, condmunidad educativa y cientifica, la
utilidad del nuevo programa denominado Calculaddedricial. El citado programa se viene
usando desde el curso académico 2011-2012, fundaimente, en la ensefianza del Algebra
Lineal, en el primer curso de las diferentes titidaes de Tecnun, Escuela de Ingenieros, de la
Universidad de Navarra en San Sebastian. Se harobagn que cumple con las expectativas
previstas para el aprendizaje de los alumnosewipd que proporciona un gran atractivo para el
estudio del Algebra Lineal, sobre todo en su vettigractica.

La aplicacién ha sido desarrollada utilizando elgpama MATLAB®. La Calculadora Matricial
consta de un conjunto independiente de mas de Uiflohes. Las funciones y el programa
principal van acomparfiados de un pdf, con las iosiones de uso, y de una coleccién de
ejemplos resueltos.

Palabras clave: Calculadora Matricial; MATLAB; Interfaz de usuaritmnnovaciéon educativa.;
Algebra Lineal.

Summary.- The aim of this article is to share with the ediaaal and scientific community, the
usefulness of the new program called Matrix CaltalaThat program has been used since the
academic year 2011-2012, mainly in teaching Lin&&gebra, in the first year of the different
degrees of Tecnun, School of Engineering. (Unityesi Navarra, in San Sebastian, Spain). It
has been found that meets all expectations forestudearning, while providing a great
attraction for the study of Linear Algebra, maintyits practical side. The application has been
developed using MATLAB®. The Matrix Calculator dstssof a separate set of more than 150
functions. These functions and the main programaam@mpanied by a simple pdf file with the
user’s instructions and a set of solved examples.

Keywords: Matrix Calculator; MATLAB; User interface. Educatial innovation. Linear
Algebra.

1. Introduccién.- Los motivos que han impulsado el disefio de estaampbn han sido, de una
parte, la conveniencia de contar, los profesores, una herramienta informatica agil que les
permita no solo la confeccion de nuevos ejercipas los alumnos sino también la correccién
de los que estos les presenten, y, de otra patieper tomado conciencia de la utilidad de esta
herramienta para los propios alumnos en el espeligonal de la asignatura.
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A diferencia de lo que se suele hacer en Secundamidos primeros cursos de ingenieria se
contempla como actitud el que los alumnos debearddkr la capacidad de autoevaluarse,
ejercitandose con ejercicios y problemas distirdeslos resueltos en clase, para lo cual la
calculadora puede suponer un importante apoyo.

La implantacion de Bolonia en la organizacion dedasefianzas universitarias afecta a las clases
magistrales, reduciéndolas en importancia, endgam trabajo mas personal del alumno, con la
consiguiente evaluacién continua. Esto supone tanmaevo para el profesor que debe centrarse
en su exposicion en aquello que piensa ser espexitd relevante o que el alumno no va a saber
captar por si solo o, finalmente, que la sintesikbd conocimientos a transmitir no se halla en un
texto determinado. El tiempo es reducido y el pofalebe seleccionar muy bien los contenidos
a transmitir, por lo que debe aprovecharse declaotegia actual para no perder eficacia docente,
Flaquer [1].

De ahi que el autor de la aplicacion se haya dedicdurante afios al desarrollo de un
Laboratorio Virtual de Matematicas de ayuda a leedgia. Forma parte del citado Laboratorio
la Calculadora Matricial, de la que nos vamos dreeen este trabajo exclusivamente.

En este momento, para el uso de la Calculadoraidiédtres necesario que el usuario tenga
acceso a una version de MATLAB suficientemente actiEsta previsto el trasladar la
Calculadora Matricial a un lenguaje libre de costos

La participacion en este articulo de otros dosrastse debe al doble objetivo que cumple y
puede cumplir la calculadora: como recurso didaaiénstrumental de célculo, por una parte en
los primeros cursos de Ingenieria y Bachillerafmoy otra, como herramienta exploratoria y de
comprobacion en la investigacion. Cada uno de ldsres es especialista en uno de estos
bloques.

2. Utilidad practica de la Calculadora Matricial y metodologia de uso

2.1 Utilidad docente.-Las calculadoras comenzaron a utilizarse en lafiamza y aprendizaje
de las Mateméticas desde los afios 70, cuando &graretas primeras maquinas de bajo costo
que permitian hacer las operaciones aritméticasdsassomez [2].

En la misma linea de sus predecesoras, la Calcalddatricial esta centrada en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, en este caso, de un prumgs de Ingenieria, donde se imparta la
asignatura de Algebra Lineal.

La Calculadora Matricial se encuentra dentro demtascos de referencia fundamentales de uso
de las nuevas tecnologias (TIC) en la préacticamtecgue establece Moreno [3]: funcionalidad,

posibilidades didacticas y aspectos técnicos. Y pbeinson las expectativas previstas para el
aprendizaje de los alumnos, al tiempo que proppecion gran atractivo para el estudio del

Algebra Lineal, sobre todo en su vertiente praatiado que el calculo matricial esta presente en
numerosas aplicaciones practicas de ambitos tarsdis como la Ingenieria, la Economia, la

Estadistica o la Ecologia, Lay [4].

La Calculadora ayuda indudablemente, como ha sidbapgo en numerosas ocasiones, a la
realizacion de ejercicios numéricos aislados o ammados, aportando seguridad en los calculos
intermedios y definitivos. Permite a los profesaresiprobar de un modo rapido y comprensible
los resultados de los ejercicios hechos a manpaprado los exadmenes o pruebas de curso; en
esas comprobaciones, los alumnos también puedeoltedos problemas de falta de precision
gue se pueden dar en los célculos numéricos, yneslemento motivador que valora
positivamente el error. Al mismo tiempo la calcaex permite que los alumnos puedan
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concentrarse en la comprension de los conceptosogegimientos mas complejos que se
trabajan en los distintos problemas, partiendaadeake de que los calculos en si mismos no son
el objeto de la evaluacion en cada caso. Una niedmilantificada de estas afirmaciones, con
relacion a los alumnos, no es sencilla, para malicenar la libertad del estudiante en el uso o
no uso de la calculadora.

La utilidad de esta Calculadora se ve incrementagdiaue realiza los célculos correctos
pertinentes, sin necesidad de programar, a lo g@#iade el mantenimiento en la aplicacion de
un arbol de relaciones, de modo que los cambiosiren matriz intermedia modifican los
sucesivos resultados matriciales que dependenuddiaq

El conjunto de funciones que el usuario puedezatilesta organizado por temas, siguiendo el
desarrollo normal de un curso de Algebra Lineatdip

El profesor es quien tiene la responsabilidad defdir las situaciones didacticas méas apropiadas
para aprovechar las potencialidades de la tecrmldgi acuerdo a las dificultades y las
necesidades de los estudiantes, Gomez, [2].

En cuanto a la metodologia de uso de la Calculadatacial se puede plantear, y se plantea de
hecho, mediante las tres posibilidades siguientes:

e El trabajo con toda la clase en las aulas de irdtica, con equipos estables y con
practicas guiadas o investigaciones y comprobasiangnomas.

e El uso, con pizarra digital, en la clase ordingaa parte del profesor o de los alumnos,
para hacer patentes resultados y propiedades, andgios de funciones y realizar
comprobaciones.

* Eluso individual en clase o en el domicilio dalmho como herramienta de estudio, de
comprobacion y de repaso o refuerzo.

2.2 Utilidad en investigacion.1La investigacion hoy en dia en el Algebra Lineaseaconcibe

sin los ordenadores. Esta realidad nos permite &mm tiempo admirarnos de los
descubrimientos matematicos realizados en otrasaépodonde no se contaba con calculadoras
ni ordenadores. Gracias a ellos es mas sencillocéarunuevos teoremas y demostrarlos ya que
permiten encontrar de forma mas sencilla contrag@sn Al mismo tiempo, si un investigador
tiene una idea y encuentra, gracias a la facildatbs calculos que realiza con un ordenador, un
ejemplo que no se cumple abandona rapidamenteeéa Rero si en esa comprobacion logra
encontrar varios ejemplos que verifican lo queneéstigador intuye que se cumple podra buscar
enunciar un teorema para esa idea.

En este sentido la Calculadora Matricial por simmaisno demuestra nada pero sirve al
investigador para generar nuevos teoremas, yaajuesualizacion de las matrices que hace la
Calculadora facilita su generacién. Es esta lacfpal ventaja de la calculadora frente a
MATLAB, pues aquella mejora el aspecto grafico gudliza las matrices de tal forma que es
mas facil ver los resultados y guiar la intuiciorlaahora de plantear nuevas soluciones a
determinados problemas. Por ello corroboramos aeMoi5] que afirma que “la eleccidon
adecuada de nuestros medios de célculo, evitanelstamnnecesarias, puede simplificar el trabajo
rutinario en beneficio del trabajo creador” (p. B54

La Calculadora presenta ademds una buena adaptataderminologia adecuada. Para trabajar
con la Calculadora Matricial basta invocar en cati#pa relevante una sola funcion, con el
nombre lo més cercano posible al problema queasa tfe resolver, nombrando la entrada de
datos y la salida de resultados con los nombresadesuados.
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Asi por ejemplo: si el usuario desea obtener urse lakel subespacio propio de la matriz A,
previamente construida, de valor propio lambdayipreente obtenido, basta con introducir en la
aplicacion la expresion

B=calcula_base_subespacio_propio(A, lambda)

de modo que la maquina devuelve, en las columnaa chatriz B, las columnas que forman la
base deseada.

Si a lo anterior se afiade la facil visualizaciérpantalla de las matrices creadas y/o obtenidas, la
sencillez de la interface de usuario, asi compphbilidad de guardar y recuperar una sesion de
trabajo cualquiera, se comprende la potencia @aleuladora.

3. Caracteristicas técnicas de la aplicacion.Como hemos indicado anteriormente la
aplicaciéon ha sido desarrollada utilizando el paogeg MATLAB. Su uso se ha extendido
rapidamente entre cientificos e ingenieros. Larnpo@cion de este entorno a la ensefianza y
formacion de ingenieros es muy importante actualeyévioreno [5].

4. Algunas funciones de uso en la Calculadora Nial

1. CD=calcula_inversas_por_la_derecha(A)

Calcula las inversas por la derechaAdeSo6lo hay inversas por la derecha si el ranga ds
igual al numero de filas de&. Si ademad es cuadrada, hay una Unica inversa por la depeha
coincide con la inversa d& en ese casoD es la inversa da. Si el nUmerm de columnas da
es mayor que el numero de filas deA hay infinitas soluciones que son de la forma

R = [Cl(l) +d; cA® + d, ... cAm 4 dml
siendo

Nota: ESC una matriz de tamafiox (n — m), D una matriz de tamafiox m y las columnaa®
den — m parametros independientes cada una. La matriz

CD=[C D]
2. Cd=resuelve_sistema_general(A, b)

Se resuelve el sistema general compatiisle= b, dondeAes una matriz de tamafiox ny b la

columna de términos independientes. El resultada smtrizCd. En caso de que la solucién sea
Unica,Cd es esa solucion; si la solucién es multiple, ecgsres de la forma= CA + d, conA la

columna de los parametros del conjunto de solusion@d es la matriz particionad€  d]
3. B=calcula_base_subespacio_propio(A, lambda)
Calcula una base del subespacio propid de valor propidambda.

4. P=calcula_proyector_ortogonal_sobre_imagen(A)

Calcula la matriZ de proyeccién que transforma el vectoen su proyeccion ortogonal sobre
R(A).
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5. Un ejemplo ilustrativo.- Se pretende hallar la proyecciéon del vector colummrsnbre el
subespacio generado por los vectores colunangisy paralelamente a la direcciém, previo
célculo y uso de la correspondiente matriz de pcige P. Los datos numéricos son:

. (Ver Fig. 1)

I

w

Figura I.- Representacion simbdlica.

Lo primero que se hace es crear las cuatro columnas, w (ver Fig. 2)

1 1 1 -1
-2 2 0 1
3 3 1 2

Figura Il.- Columnas creadas.

A continuacion se construye la matlizuyas columnas sany v (ver Fig. 3).

2 2 0 1 2 0
3 3 1 2 3 1
Figura Ill.- Matriz A creada.

Se sigue estudiando el caracter lineal de las audsm v y w (ver Figura IV). La independencia
lineal garantiza en este caso que el subespacerapgmpomw es complementario del subespacio
imagen deA. El resultadocl = 1 indica que los tres vectores forman una listaalimente
independiente.

Memoria Investigaciones en Ingenieria, nim. 14 6201 63
ISSN 2301-1092 « ISSN (en linea) 2301-1106



Calculadora Matricial J. Flaquer; A. Gutiérrez-Gutiérre2; Blanco

-1 1 1
-2 2

Figura IV.- Comprobacion de independencia lineal.

Seguidamente se calcula la matriz de proyecciomRigeira V)

0.5 -0.5 0.5
0.5 1.5 -0.5
1 1 0

Figura V.- Matriz P de proyeccion.

Ya solo queda multiplica? porb para obtener la proyecci@b pedida (ver Figura VI)

0.5 -0.5 0.5

0.5 1.5 -0.5
1 1 0

Figura VI.- Vector pb proyectado.

Se puede verificar quRes una matriz de proyecci@n= P? = P (ver Figura VII)

0.5 -0.5 0.5

3 0.5 -0.5 0.5
0.5 1.5 -0.5 -4 0.5 1.5 -0.5
1 1 0 -1 1 1 0

Figura VII.- La matriz P es de proyeccion.

También se puede comprobar que el veptorealmente pertenece a la imagemdger Figura
VIII) pues los tres vectoras v y pb forman una lista linealmente dependiente (el vaéxl1 es
la unidad).
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0.5 -0.5 0.5 3 0.5 -0.5 0.5 0
0.5 1.5 0.5 -4 0.5 1.5 0.5
1 1 0 -1 1 1 0

Figura VIIl.- La columna pb pertenece a la imagenA.

Finalmente la diferencidif = b — pb es un vector proporcionaka (ver Figura 1X)

7] ] (7] =] i

0.5 -0.5 0.5 3 05 -0.5 05 0 -2
0.5 1.5 -0.5 -4 0.5 1.5 -0.5 2
1 1 0 -1 1 1 0 4

Figura IX.- La columna b-pb es proporcional a lalemna w.

6. La Calculadora Matricial versus Derive.-En cuanto a docencia, la utilizacion de programas
informaticos es cada vez mas comun en el aula @sttab niveles. Existen programas para
realizar calculos muy variados, representar furesom configuraciones geométricas. De hecho,
en la actualidad se tienen programas, distintodad€alculadora Matricial, que abordan la
resolucion de problemas numéricos del Algebra Ljreeano puede ser el programa Derive.

Derive es una herramienta matematica muy compketandpotencial enorme, la cual posibilita
un enfoque activo en el aprendizaje de los alum@rtega, [6]. Hasta ahora el principal
inconveniente del programa Derive ha sido su caragb aprendizaje y funcionamiento, que
exige a los usuarios un tiempo importante parargeelas rutinas de uso; aunque a partir de las
versiones 5 y 6, la presentacion del programa,ceéso y puesta en accion de mends vy
herramientas matematicas se han hecho mas sencilaactivas. No obstante, Derive continla
exigiendo un aprendizaje guiado y poco intuitivee duace necesario que el profesor ensefie a
utilizar la herramienta informatica, al mismo tiemngue muestra su utilidad didactica y los
resultados matematicos perseguidos. Esto condidemaetodologia de uso del programa, y
requiere de un trabajo previo del profesor paraargwel manejo técnico del programa
independientemente de los contenidos matematicasejquieran trabajar.

Por ello pensamos que una ventaja comparativa @altalladora Matricial, en nuestra opinion y
a diferencia de lo que sucede con otros prograesagque no requiere especiales conocimientos
de programacion: soélo los minimos para introducia matriz en el sistema, como se hace en
MATLAB.

7. Discusion.-Desde el punto de vista motivacional la Calculaddedricial es de un enorme
interés para los alumnos. Mantiene su atencionla&secentre otras cosas, por la claridad y
vistosidad de las imagenes de las matrices queapareciendo en el proceso de calculo. Esta
atento a la explicacion del profesor y se sorprafelta inmediatez de los resultados que se van
obteniendo. Les facilita ademas hacer la pregutgawsmda en el momento oportuno.

Por parte del profesor, gana tiempo en la explicacénsefa con total seguridad, le permite ir
hacia atras, volver al principio, recuperar la@egsho necesita borrar ninguna pizarra, etc.
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Un profesor de un curso superior a primero puede lasCalculadora Matricial, entre muchos
otros temas: en estimacion de parametros; en cfentaain determinado ruido a las frecuencias
fundamentales; en la resolucién de sistemas &seprocedentes de modelos lineales de
procesos reales; en la determinacion de qué eaqgison las mas relevantes de un sistema
lineal, desechando las que se consideren lineaénmdEpiendientes o pasando a una resolucion
por minimos cuadrados.

En general, a un alumno la Calculadora Matriciabyeida a la hora de resolver problemas
numeéricos concretos, ya sea propuestos por elgmoteque él mismo encuentra; al profesor le
es de indudable ayuda en la preparacion de nugaasceos para las clases regulares y para los
examenes, aparte de la ayuda que le puede prastameopia investigacion.

8. Conclusiones.-Abanades y otros [7] ya planteaban el posible itmpael software en el
mundo matematico distinguiendo entre el &mbito dtece investigador. Hoy en dia este impacto
es una realidad. En lo que respecta a la doceswiags conscientes de que la tecnologia no es la
solucién al problema de la ensefianza y aprendidmjias matematicas. Pero lo cierto es que
instrumentos como la Calculadora Matricial permiere el estudiante pueda realizar actividades
de exploracién en las que es posible manipularc@ineente los objetos matematicos y sus
relaciones. En estas situaciones es “el profes@ngiene la responsabilidad de disefiar las
situaciones didacticas mas apropiadas para apravéa$ potencialidades de la tecnologia de
acuerdo a las dificultades y las necesidades destogliantes” Gomez, [2], p. 13.

En resumen, y para sintetizar los beneficios deldgsla Calculadora Matricial:

Se ha demostrado de utilidad en las clases docemtds preparacion de ejercicios numeéricos de
Algebra Lineal; en la verificacion de resultadosenidos por otros medios; en la investigacion
matematica a la hora de estudiar como cambianriggiquades de las matrices al variar sus
elementos; en el analisis de las propiedades dmadasces que estan en juego en los diferentes
calculos; en evitar perder tiempo rehaciendo Idsut@s por modificaciones de los datos de
partida (gracias a la jerarquia mantenida en elgsm de calculo). En definitiva, pensamos que la
Calculadora Matricial es una herramienta atrayedgefacil manejo, para quienes ya conocen lo
béasico del mundo de MATLAB a nivel de calculo mzi#d.
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