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Resumen.- El presente articulo plantea nueve diferentesodoest de proyeccion ortogonal
sobre un hiperespacio definido por puntos. Los dud@resentados se han implementado en el
lenguaje MATLAB. Se han hecho comparaciones dep@m de precision numérica tomando
uno de ellos de referencia. Se ha puesto énfagexias en un método basado en la inversion,
comentando sus posibilidades y aportando demostregique justifican los pasos intermedios.
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Summary.- This article presents nine different methods otha@gonal projection onto a
hyperspace defined by points. These methods hae ibglemented in MATLAB language.
Comparisons have been made of numerical precisiah @u times, taking one of them as a
reference. It has placed special emphasis on amrgien’s method with comments to its
potential and some demonstrations that justifyitiermediate steps used.

Keywords: Orthogonal projections; Hyperspace; Numerical Madh; MATLAB.

1. Introduccion.- Este escrito presenta e implementa una colecogmuive métodos para
proyectar ortogonalmente un purggobre un hiperplanb, definido éste de modo Unico por
puntos en un espacio euclidéae dimensiém. Losn puntos son independientes desde el punto
de vista afin, esto es, fijado uno de ellos, lostores que lo trasladan hacia los demas forman
una lista vectorial linealmente independiente.

El articulo analiza de modo especial un métodaafacimétodo) basado en la inversion respecto
de s de los puntos que defindn y compara entre si los resultados obtenidos gmodiferentes
métodos, desde el punto de vista, tanto del tietiepcalculo como del error cometido, relativo a
uno de ellos (quinto método), variando el tamafigpdeblema y eligiendo datos aleatorios. Si el
método de referencia no fuera el resultado masxapanlo, o que en realidad se estaria
estudiando es la dispersion de resultados resgdettte referencia.

La implementacion se ha hecho utilizando las fumesoque aporta MATLAB™ R2014a., con un
ordenador cuyas caracteristicas son:
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Procesador: Intel Core 2 Quad CPU Q8400 @ 2186 267 GHz
Memoria instalada: 4,00 GB
Sistema Operativo: 64-bit

El objetivo del articulo es mostrar el alcance de diferentes métodos en unas ejecuciones
experimentales de ejemplos aleatorios, de menay@mmntamarno, de modo que ayude al lector a
la eleccion del método méas adecuado en una ejecaoitcreta.

2. Planteo del problema.-Un hiperplanch de un espacio euclidg® de dimensiom es un
subespacio dE de dimensiom-1. Una lista den puntosqy, q,, ..., qj, ..., ¢, deE define de modo
Gnico un hiperplant deE si y sélo si la lista da-1 vectores traslacion

Uy = 4q;q1, U2 = q;42, -, Uji—1 = q;4;-1, U = 439541, - Upn—1 = q;qn

es una lista linealmente independiente en el espade traslaciones dE, cong; un punto
cualquiera seleccionado de la lista inicial. Esttales una base del subespacio vectorial de
traslaciones db.

Denominando coB la base del sistema de referencia que se hayacgelado para el espacio de
puntosk, y si denotamos con la misma notacion al vegjoque a la matriz columna formada
por las componentes dg en la bas®, la afirmacion anterior significa que la matriz

H = [ul U, ...u]' ---un—l]/

de tamafion x (n — 1), formada por las-1 columnasu;, u,, ...u;, ...u,_;, €s de rango maximo
por columnas. Nétese que las columngsu,, ... u;, ...u,_; forman una base d&(H). Se usa
aqui la notaciom (H) para representar el subespacio imageH del cual esta generado por las
columnas déi, esto es, formado por todas las combinacionealls de las citadas columnas.

Los puntosx deh resultan de trasladar un pun¢pcualquiera de h (punto de paso) mediante los
vectores traslacion aportados RiiH). Se puede escriblr = x, + R(H) y tambiénx = x, + u,
parau = x,x € R(H).

Se define la proyeccion ortogonal de un pustde E sobre el hiperplanb como el punta deh
cuya distancia & es minima. Se sabe que la proyeccién ortogqrie s sobreh existe y es
Unica.

El problema planteado es el siguiente: Conocidos hiperplano h, por n puntos
41,92, >4} - Qn, que lo definen de modo Unico, y el pustdallar la proyeccion ortogong|
dessobreh.

Sin pérdida de generalidad, desde el punto de gistia comparacion entre métodos, se puede
suponer que el Gltimo puntp, coincide con el orige® del sistema de referencia y que los
vectoresuy, uy, ..u;,...u,_1, base deR(H), son los que trasladan el origén= g, en los

puntosqy, gz, ..., qj, .-, qn-1- (Ver Figura 1).
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Up—1

4, =0 &

n—1 R(H)

Figura 1.- Proyeccién ortogonal sobre la imagenttle

Este modo de proceder tiene una ventaja: se fiantin punto cualquiera con el vector que
traslada el origen a ese punto. Trataremos inthstiente los puntos, vectores y columnas que
los representan.

En lo que sigue vamos a considerar una colecciGmudee métodos que resuelven el problema
planteado.

3. Proyeccion ortogonal mediante la eliminacion Gsssiana de un sistema de rango
maximo por filas (Primer método).- Una ecuacion implicita normalizada’x = 0 del
hiperplanoh que pasa por el origen esta definida por un vewanuloa, de norma unidad, esto
esa’a =1, que debe cumplir también lasl identidadesa”q; = 0, parai € {1,2,..,n — 1};
estas proceden de obligar a queries puntosq; pertenezcan h. Las identidades citadas son
equivalentes a las-1 identidades g;"a = 0, por lo que a debe ser solucién del sistema
homogéneo Ax = 0, siendoA la matriz de tamafign — 1) x n y de rango maximo por filas,
definida mediante

Si denotamos con B la submatriz cuadrad& fiermada por sus-1 primeras columnas, aquella
también sera de rango maximo por filas, existiermuw, ser cuadrada, su inversa. Si ahora
denotamos con la ultima columna dé y conw’ la solucién Unica deBx’ = —c se tendra que
la columna ampliada

w=1]

1

serd una solucion no nula de = 0. Basta con dividiw por su norma para hallar el vector
normalizado
a=w/|wll.

Una vez obtenido el vecta, la proyeccion ortogonal de s sobreh se puede obtener como
diferencia de s y la proyeccion ortogomgldel vector s sobr&(4), (Se usa aqui la notacion
N(A) para representar el nlcleo de esto es el subespacio vectorial de las solucideek
ecuaciondx = 0), por lo que

q=s—(a’s)a.
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(Ver Figura 2).

= R(H)

Figura 2.- Obtencién de, vector normalizado ortogonal a R(H)

4. Proyeccion ortogonal mediante la eliminacion Gsssiana general de un sistema
homogéneo de rango maximo por filas (Segundo métgdoEste método parte de la matriz

del método anterior. Resolviendo el sistema homegdnx = 0 por eliminacién Gaussiana, se
obtienen las soluciones de la forma a4, cona un vector normalizado base Né€A). Una vez
obtenido el vectoa, se siguen los mismos pasos que en el métodaan{®fer Figura 2).

5. Proyeccién ortogonal mediante la matriz de GranfTercer método).-Se busca un punto
q= Z}l;ll pju;de hde modo que el vectog-s sea ortogonal a todos los vectores
Uy, ... Uj, ... Up_; Dase del subespadiode vectores traslacion del hiperpldno Esto es,

ul(q—s)=0,i€{12,..,n—1}

Operando, se tiene
n-1
ul Z Bjuj—s |=0
j=1

n—-1
Z(u? u)B; =ufs,i €{12,..,n—1}
=

Denotando cory;; = ul-Tu]- el elemento genérico de una matr@, construida a tal efecto (la
matriz de Gram) y siendo! s el elemento genérico de una matriz colurapgormada por los
términos de la derecha de las anteriores ecuacitaggomponenteg; de g se pueden hallar
resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
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B
G ﬁz =C
Br-1
gue tiene solucidn Unica, por $8Bruna matriz regular, con las que se obtiene inatedientey

gracias a
n—1

q= Zﬁjuj

—1

~.

6. Proyeccion ortogonal mediante el método de Grai®ehmidt modificado (Cuarto
método).- Se trata de proyectar ortogonalmestobreR (H), siendoH = [u1 Up o Uj ...un_l],
hallando previamente una base ortonormgl w,, ...w;, ..w,,_; de R(H). Para ello vamos a
usar el método de Gram-Schmidt modificado, quees@siguiente algoritmo:

forj=1:n—-1
Wj « uj

fori=1:j-1

Tij<—WiTWj

W] = W] — Tile'

end i
i < llwl
wj < w;/1j;
end j

con el fin de obtener la citada base ortonormalpiayeccion ortogona buscada viene dada
por
q = Xj=i aw;,
siendo
— T :
a; =w;j s, pargj € {1,2,..,n—1}

El algoritmo de Gram_Schmidt modificdiaes numéricamente menos sensible a los errores de

redondeo que el método simple original. Ademasalgnnos ejemplos extremos, el método
original llega a perder la ortogonalidad del resldt

7. Proyeccion ortogonal mediante el uso de la marde proyeccién ortogonal sobreR(H)
(Quinto método).- La proyeccion ortogonal de s sobreR(H) se puede obtener mediante la
matriz de proyeccién ortogonBl= HH*, siendoH™* la seudoinversa dd. En nuestro caso, por
serH una matriz de rango maximo por columnas, la matfi# tiene inversa, y se tiene que

H+ — (HTH)—IHT

de donde la proyeccidn ortogonal g viene dada por

q=Ps=HH*'s=H(HTH)'HTs.
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Utilizando MATLAB se usa la funciépinv para hallati* (inversa deMoore-Penrosgy no se
calcula directamente por la formula anterior, paritar invertir la matrizH” H que puede tener
problemas de mal condicionamiento. Este métoddyaabrse en la descomposicién en valor
singular deH, resulta estable cuando el rango es maximo parnuas, por lo que lo tomaremos
como referencia en los céalculos obtenidos.

8. Proyeccion ortogonal mediante la descomposicioQR de H (Sexto método).-La
proyeccién ortogonal buscadpde s es el resultado de multiplicdd por la soluciénx de
minimos cuadrados ddx = s, dondex es la incognita del sistema. En nuestro cass la
solucion Unica del sistema de ecuaciones norniélésx = Hs. Haciendo la descomposicion
QR deH, resulta queQ es una matriz cuyas columnas forman una baseoonah deR(H),
verificando QT Q = I; de otra parteR es una matriz triangular superior regular, y motanto,
existeR™1. La matriz de las ecuaciones normales toma tador

H™H = (QR)"(QR) =R"(Q"QR =R"R
y la columna de términos independientes

HTs = (QR)Ts = RTQ"s

por lo que el sistema de ecuaciones normales psesa a
RTRx = RTQ"s

y ya queRT también es regular, por seMyse tiene definitivamente

Rx =QTs
gue es un sistema de matriz triangular superiocual se resuelve por sustitucién hacia atras.
Una vez obtenida la solucigh se halla inmediatamente la proyeccién ortogapahediante
q = Hx . Las ecuaciones normales presentan inestabilidadasdo el problema esta mal
condicionado.
9. Proyeccién ortogonal mediante la descomposicid@n valor singular (Séptimo método).-
Vamos a encontrar un hiperplahode ecuaciorfx — ¢)Tu = 0, dondec es un punto de pasauy
un vector normal &, de norma unidad, que minimice la suma de distancuadraticas de los

puntosqy, qs, ..., q;, .-, 4» que definerh, esto es,

min n T N2
i—C)u
e lull =1 2, (0=

n
c=1/n g qi
i=1

Construida la matrizt = [q1 —¢ g2 —¢ .. qp—c], siA=UZVT es la descomposicién en
valor singular dé\, se puede probar que el problema de minimizademeado es equivalente a

cuya solucién para es

esto es, el punto medio.
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min
lull = 1”ATu“%
que da como solucion pana
u=U(,n),

la Gltima columna de la matriz.

Conocida la ecuaciofx — ¢)Tu = 0 deh, es trivial proyectar el punto s ortogonalmentersob
h:
x=s+Au
(s+Au—c)"u=0
A=(c—95Tu
Obteniendo definitivamente
q=s+u

Este método es claramente estable respecto a megpefiurbaciones en los datos de entrada.

10. Proyeccion ortogonal mediante la inversion déos puntos que definen h (Octavo
método).- Presentamos en este apartado el método, basadoobtehcion de las imagenes de
los puntosyy, qz, ..., q;, -, @, que definen de modo Unico el hiperpldnsespecto del centro de
inversién s, no perteneciente . A las citadas imagenes, las vamos a denotar con
D1, P2 -, Pj, -+, Pn» F€SPECtivamente, de modo que

1
pj=s+—5(q;—5)
lla; = s
conj € {1,2,..,n}

El puntop;, junto con el vector no nulg; = q; — s, definen un hiperplanh; que pasa pop; y
esta orientado pat;, conj € {1,2,...,n}. La interseccion de los citados hiperplanos ogigin

Unico puntop (cuestion que se demuestra con los Teoremas 8el Anexo) y que se puede
obtener resolviendo el sistema de ecuaciones éigeal

a; P1
a2 pz
aTl pﬂ.

Se demuestra también en el anexo (Teorema 5) gyailosp,, p,, ..., vj, .., P, €l puntop asi
obtenido y el centro de inversise hallan todos en la hiperesf@ajue es la inversa del
hiperplanoh respecto ds.

La Figura 3 ilustra la situacion para el case 2.
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as

ho

Figura 3.- Proyeccién ortogonal mediante la invérs

La proyeccion ortogonal q buscada de s sobre husdepobtener como el inverso del punto p
respecto del centro de inversion s, esto es,

1
=s+——(p—s
=5t SE® )

Esp el punto mas alejado deen la hiperesfer§, por lo queg, inverso dep, sera el punto mas
préximo as enh, esto es, la proyeccién ortogonalskobreh.

Las expresiones en las que aparece la inversiodepudar problemas de errores absolutos
cuando la norma de — s es pequefia, agravados por el cuadrado de la norma.

11. Proyeccion ortogonal mediante la resolucion dies ecuaciones normales usando la
descomposicion de Cholesky (Noveno métodolas ecuaciones normales son de la forma

(HTH)x = HTs
Si hacemos la descomposicion de Choleskif tié
HTH = LLT
conL triangular inferior regular, el sistema a resolesr
(LLD)x =HTs
L(L"x) =HTs

Lw=c,conw=LTxyc=HTs

La resolucion déw = ¢ es inmediata, por sustitucion hacia adelante,idagie la resolucién de
LTx = w por sustitucion hacia atras, obteniendo la soludi® minimos cuadraddsde la que se
obtiene la proyecciég buscada comg = HX.

La descomposicion de Cholesky puede dar inestadi#isd cuando el problema estd mal
condicionado, esto es, cuando es alto el nimercoddicion de la matrizi” H del sistema a
resolver: pequefas perturbaciones relativas ervdtres de esa esa matriz pueden originar
grandes perturbaciones relativas en los valoresedaltado.

40 Memoria Investigaciones en Ingenieria, nam. 13 5201
ISSN 2301-1092 « ISSN (en linea) 2301-1106



J. Flaquer Métodos para la obtémcde la proyeccion ortogonal

12. Resultados experimentalesSe toma como método de referencia en el resultaqoirgo
método, esto es, el que calcula la proyecciénzatiio la seudoinversa. Se usara su resultado
como referencia en el calculo de los errores dediferentes métodos, como ya se indico.
Normalmente no se tiene el resultado exacto, [®a#&) un ejemplo preparado de antemano, con
precision infinita en los datos, del que se cormmetotal precision el resultado de la proyeccion
ortogonal, uno se debe contentar con una buenxia@cion. Las propiedades de la svd, al
transformar la matriz original con matrices ortogles, avalan la citada eleccion; si el problema
esta muy mal condicionado las transformacionegyortales no lo agravan, aunque en este caso
los resultados no son fiables. En este caso selmidispersion de los resultados de los métodos
respecto al tomado como referencia.

Se procede a una ejecucion de los programas esent®dATLAB para cada uno de los métodos
y para matrice$l de tamafios x (n — 1) de rango maximo por columnas, cuyos elementos se

. . . M M .
han elegido aleatoriamente, con valores en el\/lahm[—;,;], tomandoM = 50 y n variando

de 100 a 3000, con un paso de 100. El vestpue se proyecta toma valores aleatorios con el
mismo criterio.

En la Figura 4 se muestra el tiempo en segundospdecalculado para los nueve métodos
analizados. Se observa el buen comportamiento slemétodos: 1°, 8°, 6° y 9°, con un
comportamiento intermedio de los métodos 2°, 5° y Feor comportamiento de los métodos 3°
y 4°, todo ello referido al tiempo de cpu en funcidel tamafio del problema, notandose
especialmente a partir de= 2500

600 T T T T T
1°
- 2"
5001 3°
4°
5
400+ 6°
70
g°

tiempo en s

200+

100

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
tamafio n

Figura 4.- Tiempos versus tamafio

La Figura 5 hace referencia a los errores relatensla norma euclidea de las soluciones
obtenidas, tomando como solucion, si fuera lacsdtuexacta, la alcanzada por el método 5°. Se
deduce el muy buen comportamiento de los métodog°1%°, 6° y 7° (6rdenes de magnitud
1071%), un comportamiento menos bueno en los métodos98°(§rdenes de magnitud 1),

con el método 8° (el de las inversiones) en Ultingar (en color azul a raya discontinua). Aqui
el comportamiento hace referencia al error relagvola solucién, en el rangde valores
tomados para el tamaffiodel problema. Aparentemente hay una gran discrépaistual con el
método octavo, pero los 6rdenes de magnitud soordeh detl0~°.
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18 T T T T T

16 ——2°

14r 4°

12¢ 6°

08r

error relativo

06r

02r

1500 2000 2500 3000

tamafio n

0 500 1000

Figura 5.- Errores relativos versus tamafio

Se observa una cierta correlacion entre el cociente,,_, de los valores singulares mayor y
menor de H (en color verde suave) en algunos pleds grafica de errores correspondiente al
método de las inversiones (en color azul) (Ver Fg®), para aquellas matrices que
corresponden a un problema peor condicionado. Bestanodos la dispersién relativa en los
resultados, en funcién del tamario, es pequefiarffecms que son del orden tg°).

Un problema se dice que esta mal condicionado cuand pequefia perturbaciéon en los datos
conduce a una gran perturbacion en el resultadbiey condicionado cuando a pequefias
perturbaciones en los datos se obtienen pequeftashaeiones en los resultados. Normalmente
en el célculo matricial se trabaja con perturbagsonelativas mas que con perturbaciones
absolutas. i

%10
2 T T T T T 10000

5000

error relativo versus rel
r
1

0 1 1 1 1 1 0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
tamafio n

Figura 6.- Errores relativos g, /0,_1

13. Un ejemplo de aplicacién.Se sabe que los diagrama de Voronoi permiten tesledspacio
euclideon-dimensional de puntos, fijaddspuntos del espacio (puntos de Voronoi), en regione
convexas (regiones de Voronoi), las cuales estanadas por los puntos mas cercanos a los
puntos dados.
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Un problema dual es el de la triangularizaciorDééaunay que permite obtener piramiaes
dimensionales partiendo de los puntos de Vordasicuales teselan una determinada region del
espacio, de modo que los centros de las hipeassfeircunscritas a las citadas piramides son los
vértices de las regiones de Voronoi.

Las caras de las citadas piramides estan en hgpapldefinidos cada uno de ellos por 1
vértices.

La triangularizacion de Delaunay se usa, entrasadiplicaciones practicas, en el modelado de
sélidos en Gréficos por Computador.

En ocasiones puede interesar la obtencion derdg®griones ortogonales de un punto interior
de una de tales piramides a sus caras, con lo lpfeadsiamos inmediatamente lo que dista el
citado punto de las mismas.

Un ejemplo numérico concreto en dos dimensiones:

Partiendo de los 5 puntos de Voronoi (puntos ehaela Figura 7), cuyas coordenadas X, y en
el plano de puntos son las columnas de la matriz
XY =

0.4115 0.1006

0.6770 0.8261

0.8577 0.5362

-0.6912 0.8979

0.4494 -0.1319

se obtiene la triangularizacién de Delaunay (cuaitdmgulos en color azul de la Figura 7) cuya
conectividad (referida a la numeracién de los psidi® Voronoi) esta dada por la matriz

tri=

N P b
LS I~
w w uN

Cada fila representa un tridngulo. De otra paaterégiones de Voronoi estan delimitadas por los
segmentos de color rojo en la misma Figura 7.Jéstices de las regiones de Voronoi son los
circuncentros de los triangulos de Delaunay.
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Figura 7.- Ejemplo de Voronoi en 2D

Nos podrian interesar por ejemplo las distanciaslodevértices de Voronoi (interiores al
triangulo de Delaunay mayor) a los lados del citadmgulo.

14. Un ejemplo de proyeccién ortogonal.Se considera en el espaciglimensional de puntos
el hiperplanch que pasa por laspuntos de coordenadas, en un sistema de refeeundideo,

q. = (1,0,...,0),q, = (0,2, ...,0), ..., g, = (0,0, ...,n)

La proyeccion ortogonal del origghsobreh evidentemente es el punto de coordenadas

siendo

il
suma = 2 9 n2

Haciendo una traslacién del sistema de referenammndog,,, por ejemplo, como nuevo origen,
las coordenadas de los n puntos iniciales pasan a s

(1,0, ...,0,—n), (0,2, ...,0,—n), ..., (0,0, ...,n — 1, —n), (0,0, ...,0,0)

y las coordenadas del antiguo origen a proyectar

Losn-1vectores base del espacio de traslacionéssd@ en este caso

u, = (1,0,...,0,—n),u, = (0,2, ...,0,—1n), ..., up_y = (0,0,...n — 1,—n)
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los cuales definen la matriz de tamafioc (n — 1) y rango maximo por columnas siguiente

1 0 .. 0
|[o 2 .. 0 ]|
l0 0 .. n—1J
- —n —-Nn

(Recuérdese el apartado 2. Planteamiento del pnableEsta matriz constituye el punto de
partida numérico de los diferentes métodos.
Al ejecutar los nueve métodos, con n=1000, se wixtidos siguientes resultados, para cada
método:

Tiempos ens.  Errores absolutos

1. 0.1872 0.0006x 10710
2. 5.0388 0.1144x 10710
3. 7.4568 0.4085x 10710
4. 11.8405 0.6235x 10710
5. 5.4600 0.1690x 10710
6. 0.6240 0.0189x 10710
7. 4.5084 0.0010x 10710
8. 0.1716 0.0006x 10710
9. 0.4524 0.4033x 10710

En estos resultados destacan los dos método8°1%iendo

rel = 0,/0,_,=2.2097% 10*
La distancia euclidea del origen O al hiperplam®s len este caso

d=0.779933790187288...

con unidades las del sistema de referencia. Netha3omado como norma la euclidea.
15. Conclusiones.El objetivo del presente del articulo ha sido pmése en el contexto del uso
de MATLAB, una coleccién no exhaustiva de métodas se pueden emplear para la resolucién
del problema de proyeccion ortogonal sobre un pipao definido por un conjunto minimo de
puntos.
Se ha estudiado con detalle el algoritmo octave, iliza las inversiones, y se ha comprobado
su buen comportamiento en tiempos afr, aunque adolece de una peor precision en los
resultados debido a las operaciones de inversidnei®bargo se ha comprobado valido en el
ejemplo concreto seleccionado del que se conoeatéenano la solucién.
Se han ejecutado ejemplos aleatorios de tamafi@itecon el fin de clasificar los métodos en
base al costo computacional y su dispersion eallei®n respecto a un método (método 5°) que
se ha tomado de referencia. Se ha seguido unapéaimental.
Se afladen Anexos tedricos relativos al método octav
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Como se ha indicado en la introduccion, se hadmtle comparar los métodos entre si a nivel
experimental. Los resultados numéricos son suddeptide mejora, ya sea utilizando un
ordenador de mayores prestaciones, ampliando la gientasos analizados o bien optimizando
al maximo el cédigo empleado.

16. Anexo de demostraciones

Teorema 1: “La inversa de un hiperplanoque no pasa por el centro de inversién, es una
hiperesferss que pasa por él”

Demostracién Sin pérdida de generalidad se puede suponer lqgoengo de inversién es el
origenO del sistema de referencia, por lo que la transfoidmade inversién vendria dada por la

funcion y = f(x) = i ||2x con x # 0, siendax un punto distinto del origen.

(Recuérdese la identificacion que se hizo al ppinaile puntos y vectores).
Nota se supone que el radio de inversion es laadnill hiperpland1 puede venir dado por la
ecuaciéna”x = d, cona un vector de tamaﬁmx 1 no nulo yd un nimero distinto de cero. Se

tiene quex = ||x||%x’ , luego la ecuacion del hiperplahse transforma en

aT||x||?x’ = d, esto es,
aTx' = d||x'||?.
Definitivamente,
dllx'||* —a"x" = 0,
que representa una hiperesf8mue pasa por el origen.

Teorema 2: “La inversa de una hiperesf&aque pasa por el centro de inversién, es un
hiperplano que no pasa por él”

Demostracionigual que en el teorema anterior, sin pérdidgeateeralidad se puede suponer que
el centro de inversion es el origéndel sistema de referencia. Partimos de la hiperesfada
por la ecuaciord(xTx) + a’x = 0, cond un ndmero distinto de cero & una columna de
tamafion x 1 también no nula. Se tiead|x||? + a”x = 0; efectuando la inversién’ = f(x) la
ecuacion se transforma éfix||? + a”||x||?x’ = 0, esto es,

a’™x' —d=0
la cual representa un hiperplamque no pasa por el origen.

Teorema 3: “La lista de los n vectores; = q; — s, conje {1,2,...,n}, es linealmente
independiente. Como consecuencia la ma[tqz a, .. an es una matriz regular y de ahi
gue también sea regular la matriz transpuesta

)

DemostracionLa lista de vectoreg,, q,, ..., g, ..., Gn—1 €S linealmente independiente. Como el
puntos no pertenece kel vector—s no es combinacién lineal de la citada lista, ded#da lista
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ampliadaqy, g3, ..., qj, ..., qn—1, —S sigue siendo linealmente independiente. Las oferes de
sumar el ultimo vectors a los anteriores son operaciones elementales@a#aran el caracter
lineal de la lista, luego la nueva lista

G1 =592 =S, q; =S, qn-1 =S qn — S
sigue siendo linealmente independiente (recordees,, = 0).

En definitiva, la lista ay, a,, ..., aj, ...,a,, conag; = q; —s, es linealmente independiente. La
consecuencia del teorema es inmediata:

T T
a, a, p
T T
Az |x =1|a2 P2

a,’

T
an” Pn

Teorema 4: “El sistema de ecuaciones

tiene solucién Unica”

DemostracionEn el teorema anterior se ha probado que la mééfisistema es regular, luego la
solucién existe y es Unica. Esa solucion la henem®ohinad@ y es el punto de interseccion de
los hiperplano%y, h;, ..., hj, ..., hy.

Teorema 5: “Los puntogy, p,, ..., pj, -, Pn PEItenecen a la hiperesfedaue tiene como puntos
diametralmente opuestey p”.

DemostracionVamos a denotar canel punto medio dsy p, esto es, el centro de la hiperesfera
S

c=({p+s)/2
y conr el radio de la citada hiperesfera

1
r==lp—sll.
Se tiene que la ecuacion de la hiperesteza

x=)T(x—c)=r?
con

R CEDUCED]
Vamos a denotar cas) el vector normalizado que orierffade modo qué; =

4
llajll
El puntop; es la interseccion de la recta= x = s + Ab; con el hiperplano
— T. _ T
teniendo en cuenta qe' b; = 1 se deducé = b;" (p — 5) y de ahi que
T
pj =bib; (p —s)

El puntop; pertenece a la hiperesfera ya que cumple su éruatéamos:
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p+s\T p+sy 1 T
n=t5) (b="57) =3 @ =9 G —p-9)

s—p+ ijbjT(p — s))T (s —-p+ ijbjT(p - s))
(@ =9 (2b;57 = 1) (2b" = 1)@ = 5))

1
=7@=-9)"-s) =17
En el dltimo paso se ha tenido en cuenta que Ieizﬂdg-bjT — I es ortogonal.

(Pj - C)T(Pj —c)=

—~

e e ol Ml o

/N N

Teorema 6: “La hiperesfer@ del Teorema 5 es la figura inversa del hiperplamel citado
teorema, con centro de inversigin

DemostracionLos puntog; son los inversos de los punipsque definer, los cuales definiran

la figura inversa dé. Hemos visto que los puntps estan en la hiperesfea Se sabe ademas
que el inverso de un hiperplano que no pasa poermo de inversién es una hiperesfera que
pasa por el centro de inversién, precisam&rteer Teorema 1 del Anexo).
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